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Wiadomości wstępne



PŁYNY

CIECZE GAZY
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Ciało stałe – małe odległości między cząsteczkami; 

cząsteczki drgają wokół swych położeń równowagi;

międzycząsteczkowe siły oddziaływania; 

bardzo trudno zmienić objętość i kształt
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Ciecz – przyjmuje kształt naczynia; mała odległość między cząsteczkami; 

cząsteczki są w nieustannym chaotycznym ruchu;

międzycząsteczkowe siły oddziaływania; 

trudno zmienić objętość, łatwo zmienić kształt 
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Gaz – przyjmuje kształt naczynia; odległość między cząsteczkami duża,

są w nieustannym chaotycznym ruchu, oddziałują przez zderzenia;

łatwo zmienić objętość (ściśliwość) 
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Plazma – stan	materii,	w	którym	cząsteczki	(a	przynajmniej	ich	część)	
występują	w	stanie	zjonizowanym



Zależność	siły	F wzajemnego	oddziaływania	
od	odległości	międzyatomowej	r

r0 – odległość	równowagi	w	ciele	stałym	

F

rr0
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Pojęciem płynu obejmujemy ciecze i gazy. Są to ciała nie posiadające zdolności

utrzymania kształtu, a więc z bardzo małą sprężystością postaciową. Elementy płynu

z łatwością zmieniają położenie w obrębie rozpatrywanej masy (w przeciwieństwie

do ciał stałych, które zmieniają kształt pod działaniem dużych sił zewnętrznych

i charakteryzują się sprężystością objętościową i postaciową).

Ciecze, w odróżnieniu od gazów, nie przejawiają tendencji do nieograniczonego

rozszerzania się; mają zatem swoistą objętość nieznacznie zmieniającą się pod

wpływem sił zewnętrznych, mają więc sprężystość objętościową określoną

parametrami ξ lub E. Ściśliwość cieczy jest dużo mniejsza od ściśliwości gazów.

Ciecz Gaz
Płyn
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CIŚNIENIE
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GĘSTOŚĆ, CIĘŻAR WŁAŚCIWY, OBJĘTOŚĆ WŁAŚCIWA

Płyn poddany temu samemu ciśnieniu ma jednakową gęstość w każdym punkcie
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Tutaj	wpisz	równanie.

Zmiana gęstości płynu w zależności od ciśnienia i temperatury

p
ρ
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CIŚNIENIE

RÓWNOWAGA CIECZY



Ciśnienie.    Równowaga cieczy

x
P	=	0

próżnia

Pb(a)
ciśnienie	
barometryczne
(atmosferyczne)

P	

ciśnienie	absolutne

nadciśnienie
podciśnienie

Na wysokości 0 m  n.p.m.    pb = 101,3kPa (przy T=288,3K)	



Ciśnienie hydrostatyczne

h

pb

p

𝑄 = 𝑎𝑏ℎ ; 𝛾

𝑐𝑖ś𝑛𝑖𝑒𝑛𝑖𝑒	ℎ𝑦𝑑𝑟𝑜𝑠𝑡𝑎𝑡𝑦𝑐𝑧𝑛𝑒 = 	
𝑄
𝑎𝑏

= ℎ ; 𝛾
pb

𝑝	 = 	ℎ ; 𝛾 + 𝑝J

p



Ciśnienie hydrostatyczne

h

pb

p

pb

ℎ𝛾

𝑄 = 𝑎𝑏ℎ ; 𝛾

𝑐𝑖ś𝑛𝑖𝑒𝑛𝑖𝑒	ℎ𝑦𝑑𝑟𝑜𝑠𝑡𝑎𝑡𝑦𝑐𝑧𝑛𝑒 = 	
𝑄
𝑎𝑏

= ℎ ; 𝛾

𝑝	 = 	ℎ ; 𝛾 + 𝑝J



Ciśnienie hydrostatyczne

h
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ℎ ; 𝛾

𝑄 = 𝑎𝑏ℎ ; 𝛾

𝑐𝑖ś𝑛𝑖𝑒𝑛𝑖𝑒	ℎ𝑦𝑑𝑟𝑜𝑠𝑡𝑎𝑡𝑦𝑐𝑧𝑛𝑒 = 	
𝑄
𝑎𝑏

= ℎ ; 𝛾



Ciśnienie hydrostatyczne

h

pn

p

pn

𝑄 = 𝑎𝑏ℎ ; 𝛾

𝑐𝑖ś𝑛𝑖𝑒𝑛𝑖𝑒	ℎ𝑦𝑑𝑟𝑜𝑠𝑡𝑎𝑡𝑦𝑐𝑧𝑛𝑒 = 	
𝑄
𝑎𝑏

= ℎ ; 𝛾

𝑝	 = 	ℎ ; 𝛾 + 𝑝K

zbiornik	zamknięty
pn – nadciśnienie	nad	powierzchnią	cieczy
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ℎ
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𝑁N = 𝑁O = 𝑁P = 𝐴ℎ𝛾 = 𝑉𝛾

Paradoks hydrostatyczny
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𝑁N 𝑁O 𝑁P

𝑁N = 𝑁O = 𝑁P = 𝐴ℎ𝛾 = 𝑉𝛾

Paradoks hydrostatyczny



Równowaga	cieczy	jednorodnej	(g =		const.	w	całej	objętości)

𝑝R

ℎ

𝑝R

ℎS

ℎN

𝛾

𝑝R + ℎS𝛾 𝑝R + ℎN + ℎS 	𝛾

𝐹O =
𝐴 𝑝R + ℎN + ℎS 	𝛾	

𝐹N = 𝐴 𝑝R + ℎS𝛾	
𝐴





𝑝R

ℎ	

𝛾

𝑝	

x
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ciśnienie	
atmosferyczne

P	
nadciśnienie

ℎ𝛾

Manometr



𝑝R

ℎ	

𝛾

P	=	0
próżnia

Pa
ciśnienie	
atmosferyczne

ℎ𝛾

x
P	

podciśnienie

Manometr𝑝 =?



ℎ	

𝛾V

Barometr

x
P	=	0
próżnia

atmosferyczne
(barometryczne)

P	

ciśnienie	absolutne

nadciśnienie
podciśnienie

𝛾V

pary	rtęci
(próżnia	Torriceliego)

𝛾V

𝑝W = 0,133	Pa ≈ 0

𝑝R = 101,3	kPa	 ≫ 𝑝W𝑝R

𝑝R = ℎ𝛾V+𝑝W ≈ ℎ𝛾V



Wyznaczyć siłę F równoważącą ciężar Q tłoka 
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Wyznaczyć siłę F równoważącą ciężar Q tłoka
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𝑝R
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ℎO
𝜌d

𝜌e =?

𝑝R + 𝜌d𝑔(ℎ − ℎN) = 𝑝R + 𝜌e𝑔 ℎO − ℎN
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NAPIĘCIE POWIERZCHNIOWE



𝑆
𝑃

𝑆

𝑆

𝑃
𝑆

𝑆

𝑆 𝑆

𝑆

𝑆 𝑆

𝑆

𝑆 𝑃
… … … „membrana”

Siły	powodujące	napięcie	powierzchniowe	s

s [N/µ]

Siły:
S – spójności
P - przylegania



s [N/m]

– napięcie	powierzchniowe	(siła	przypadająca	na	jednostkę	długości)
powstałe	w	wyniku	nierównowagi	sił	oddziaływania	międzycząsteczkowego	
w		warstwie	zewnętrznej	cieczy

Wartość		s [N/m]	zależy	od	rodzaju	i	parametrów	cieczy:

woda	(20	oC)																						0,073
woda	(100	oC)	 0,059
woda	z	mydłem	(20	oC)	 0,025
alkohol																																0,022		
rtęć																																						0,428



𝑆

𝑃 𝑆

𝑊 𝑊

𝑆

𝑃 𝑆

𝑊
𝑊

Θ > 90°

Θ < 90°
Θ

Θ
Θ

Θ



𝑆

𝑃 𝑆

𝑊 𝑊

Θ = 90°

Θ

Θ

𝑆 = 𝑃

𝛩 - kąt	zwilżania	:	zależy	od	pary				ciecz-ciało	stałe

woda	– stal													82o

woda	– szkło										0o - 24o			 (zależy	od	stopnia	zabrudzenia)

woda	– parafina				107o

woda	– srebro								90o

woda	– teflon								160o

rtęć	– szkło													140o





𝜎 = 𝐹/𝑙

𝜎









Θ < 90°

ℎ < 0

𝜎 𝜎

𝜎 𝜎

𝛩

𝛩𝛾

𝛾

2𝜋𝑟𝜎 cosΘ = ℎ𝛾𝜋𝑟O 			→ 			ℎ =
2𝜎 cosΘ
𝛾𝑟

2𝑟

ℎ > 0 Θ > 90°
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NAPÓR

na
POWIERZCHNIE PŁASKIE i ZAKRZYWIONE



Ciśnienie hydrostatyczne

h

pb

ℎ ; 𝛾

𝑄 = 𝑎𝑏ℎ ; 𝛾

𝑐𝑖ś𝑛𝑖𝑒𝑛𝑖𝑒	ℎ𝑦𝑑𝑟𝑜𝑠𝑡𝑎𝑡𝑦𝑐𝑧𝑛𝑒 = 	
𝑄
𝑎𝑏

= ℎ ; 𝛾



Rγ

2Rγ

Rozkład	ciśnienia	hydrostatycznego
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Rozkład	ciśnienia	hydrostatycznego
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Rozkład	ciśnienia	hydrostatycznego
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𝐻
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𝐻
sin 𝛼

𝐻𝛾𝑏

𝑁�

𝑐

𝑏/2

𝑁�
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𝛼

𝐻
3	sin 𝛼

𝑏

𝐻
sin 𝛼
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𝛾

𝐻

𝐻𝛾

𝑁	

𝛼

𝛼

𝑁		 =
1
2

𝐻
sin 𝛼

𝐻𝛾𝑏
𝑁	

𝑁�	

𝑁�	

𝑁� = 𝑁 cos 𝛼 = 𝛾𝑏
1
2
𝐻𝐻 cot 𝛼

𝑁� = 𝑁 sin 𝛼 =
1
2
𝐻𝐻𝛾𝑏

2



𝛾

𝐻

𝐻𝛾

𝑁	

𝛼

𝛼

𝑁	

𝑁�	

𝑁�	

𝑁� = 𝑁 cos 𝛼 = 𝛾𝑏
1
2
𝐻𝐻 cot 𝛼 = 𝑐𝑖ęż𝑎𝑟	𝑐𝑖𝑒𝑐𝑧𝑦	

𝑛𝑎𝑑	𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑟𝑧𝑐ℎ𝑛𝑖ą

𝑁� = 𝑁 sin 𝛼 =
1
2
𝐻𝐻𝛾𝑏

𝑁		 =
1
2

𝐻
sin 𝛼

𝐻𝛾𝑏

𝑁� = 𝐺 = 𝑉𝛾

2



𝛾

𝐻

𝐻𝛾

𝑁	

𝛼

𝛼
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𝐻
sin 𝛼

𝐻𝛾𝑏

𝑁	

𝑁�	

𝑁�	

𝑁� = 𝑁 cos 𝛼 = 𝛾𝑏
1
2
𝐻𝐻 cot 𝛼 = 𝑐𝑖ęż𝑎𝑟	𝑐𝑖𝑒𝑐𝑧𝑦	

𝑛𝑎𝑑	𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑟𝑧𝑐ℎ𝑛𝑖ą

𝑁� = 𝑁 sin 𝛼 =
1
2
𝐻𝐻𝛾𝑏 = 𝑛𝑎𝑝ó𝑟	𝑛𝑎	𝑟𝑧𝑢𝑡	𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑟𝑧𝑐ℎ𝑛𝑖	

𝑛𝑎	𝑝ł𝑎𝑠𝑧𝑐𝑧𝑦𝑧𝑛ę	𝑝𝑜𝑛𝑜𝑤ą

𝑁�	

𝐻𝛾
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y

zCC

z
a

𝑆�=�𝑦	𝑑𝐴 = 𝑎	𝐴
	

l
Moment	statyczny

Biegunowy	moment
bezwładności

𝐽�=�𝑦2	𝑑𝐴
	

l

Moment	bezwładności

𝐽S=�𝜌2	𝑑𝐴
	

l

r dA 𝐽�� =	𝐽���� + 𝐴	𝑎𝑏

𝐽��=�𝑦𝑧	𝑑𝐴
	

�

Moment	odśrodkowy

zCC

z

y

a

yC

b

𝐽� =	𝐽�� + 𝐴	𝑎2

dA

y

y

zCC

z
a

dA

y

𝑆�e=0



𝛾

𝐻

𝐻𝛾

𝛼
𝑁		 =

1
2

𝐻
sin 𝛼

𝐻𝛾𝑏

𝑧e

𝑁		 = 𝐴𝛾𝑧e

𝑥	

𝐶 𝑦e

𝑑𝑁 = 𝛾𝑧	𝑑𝐴

𝑁 = 𝛾�𝑧	𝑑𝐴 = 𝛾𝑧e𝐴
	

l

3



𝛾

𝐻

𝐻𝛾
𝑁	

𝛼
𝑧e = 𝐻/2

𝑧�

𝑁		 = 𝐴𝛾𝑧e

𝑥	

𝑦� =
𝐽�
𝐴	𝑦e

𝐶

𝐷

𝑦e

𝑦�

𝑁𝑦� = �𝑦	𝑑𝑁
	

l

(𝛾𝑧e𝐴)𝑦� = �𝑦(𝛾𝑧	𝑑𝐴)
	

l

𝑧e𝐴𝑦� = �𝑦𝑧	𝑑𝐴
	

l
𝑦e𝐴𝑦� = �𝑦O	𝑑𝐴

	

l

𝑧e
𝑦e
=
𝑧�
𝑦�

=
𝑧
𝑦
= sin 𝛼

3



fd
g

h1

h2

pa
𝑥

𝑁		 = 𝐴𝛾𝑧e 𝑦��𝑧� =
𝐽�

𝐴	(𝑦e = 𝑧e)

𝐴 =
𝜋𝑑O

4

𝑧e = ℎN

𝐽� =
𝜋𝑑�

64
+ 𝐴ℎNO

𝑧e 𝑧�
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pa

𝑥

𝑁		 = 𝐴𝛾𝑧e

𝐴 =
𝜋𝑑O

4

𝐽� =
𝜋𝑑�

64
+ 𝐴𝑦eO

𝑧e
𝑧�

𝑦�

𝑦e𝑁		

𝛼

𝑦� =
𝐽�
𝐴	𝑦e

𝛼

𝑧e
𝑦e
=
𝑧�
𝑦�

= sin 𝛼

𝑧� = 𝑧e +
𝐽�e
𝐴	𝑧e

sin 𝛼 O

𝑦� 𝑧�

𝛼



𝑥

𝑦�
𝑦e

𝑁		

𝛼

g

pa

fd

𝑦�𝑧�

𝛼

𝛼

𝑧e
𝑦e
=
𝑧�
𝑦�

= sin 𝛼

𝑁		 = 𝐴𝛾𝑧e

𝑦� =
𝐽�
𝐴	𝑦e

𝑧� = 𝑧e +
𝐽�e
𝐴	𝑧e

sin 𝛼 O

𝑧�𝑧e



R R



gR gR



gR gR

R
𝑁�	

𝑁�	

𝑁�	

𝑁�	

𝑁� = 𝑏
𝜋𝑅O

4
𝛾 = 𝑐𝑖ęż𝑎𝑟	𝑐𝑖𝑒𝑐𝑧𝑦	𝑛𝑎𝑑	𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑟𝑧𝑐ℎ𝑛𝑖ą

𝑁� =
N
O
𝑅𝛾	𝑅𝑏 = 𝑛𝑎𝑝ó𝑟	𝑛𝑎	𝑟𝑧𝑢𝑡	𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑟𝑧𝑐ℎ𝑛𝑖 𝑛𝑎	𝑝ł𝑎𝑠𝑧𝑐𝑧𝑦𝑧𝑛ę	𝑝𝑖𝑜𝑛𝑜𝑤ą

𝑅/3

4𝑅
3𝜋



R



+ =

R

g2R

𝑁�	

𝑁�	

4𝑅
3𝜋

2𝑅
3

2R 𝑁�	
𝑁�	

𝑁� = 𝑏
𝜋𝑅O

2
𝛾

𝑁� =
1
2
𝑅𝛾	2𝑅𝑏
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SCIŚLIWOŚC



[ ]
WSPÓŁCZYNNIK	ŚCIŚLIWOŚCI

MODUŁ	SPRĘŻYSTOŚCI





Ściśliwość (zadania) 

 
Zadanie 1. 

Nieodkształcalny cylinder wypełniony cieczą zamknięty jest szczelnie tłokiem. Znane  są 

wymiary cylindra: średnica d, długość l oraz współczynnik ściśliwości cieczy x. Obliczyć 

przemieszczenie tłoka pod wpływem przyłożonej siły F.  

 

F, l, d, x - dane 

Dx = ? 

	

Δp = F
A
; A = Πd

2

4
 

ξ =
def 1
V
ΔV
Δp

→ ΔV = ξVΔp, V = l ⋅A  

DV – zmiana objętości cieczy w zbiorniku spowodowana zmianą ciśnienia Dp 
spowodowaną siłą F. 

Δx = ΔV
A

→ Δx = ξV ⋅F
A2

 

(dla d = 0,006m; l = 0,4m;ξ = 5,7 ⋅10−10Pa−1;F = 40kN → Δx = 3,2 ⋅10−3m )	

𝑙

∆𝑥 =?

𝐹
𝜁(ciecz)

𝑑



Zadanie 2. 
Wyznaczyć przyrost ciśnienia w zbiorniku wypełnionym cieczą spowodowany 
przyrostem temperatury. Zbiornik nieodkształcalny. 
Dane:  V – objętość zbiornika 
  DT – przyrost temperatury 
  x - współczynnik ściśliwości 
  b -  współczynnik rozszerzalności cieplnej cieczy 
Wyznaczyć  Dp 
	

β =
def ΔV
ΔT

⋅
1
V

 

Gdyby zbiornik nie ograniczał objętości cieczy, to przyrost objętości spowodowany 
rozszerzalnością cieplną wynosiłby 
 
 ΔV = ΔT ⋅V ⋅ β  (bez zmiany ciśnienia) 

Podstawiając otrzymane DV do wzoru na współczynnik ściśliwości ξ =
def ΔV
Δp

⋅
1
V

 możemy 

wyznaczyć przyrost ciśnienia 

Δp = β
ξ
ΔT  

(dla  
V = 0,01m3;ΔT = 40K; β =1,8 ⋅10−4K−1;ξ = 4,14 ⋅10−10Pa−1 →

→ ΔV = 0,000072m3;Δp =17,17MPa)
	

𝑉

∆𝑉

𝜁

ciecz
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RÓWNANIE
CIĄGŁOŚCI PRZEPŁYWU



∆𝑥

𝑣

𝐴 q



𝐴N 𝐴O
𝑞N 𝑞O𝑣N

∆𝑉
𝑞�

𝑞�

𝑣O

𝑉
𝑝	



𝐴N 𝐴O
𝑞N 𝑞O𝑣N

∆𝑉
𝑞�

𝑞�

𝑣O

𝑉
𝑝	



𝐴N 𝐴O𝑞N 𝑞O𝑣N

∆𝑉
𝑞�

𝑞�

𝑣O

𝑉
𝑝	









MECHANIKA	PŁYNÓW

RÓWNANIE BERNOULLIEGO
(zasada zachowania energii)







p



>





𝑣, 𝑝N

𝑣, 𝑝O

𝑣, 𝑝

2

1

0 +
𝑝N
𝛾
+
𝑣O

2𝑔
= ℎ +

𝑝O
𝛾
+
𝑣O

2𝑔

𝑝O = 𝑝O − ℎ𝛾

ℎ



ℎ

1

2

0 +
𝑝N
𝛾
+
0O

2𝑔
= ℎ +

𝑝O
𝛾
+
0O

2𝑔

ℎ =
𝑝N − 𝑝O
𝛾

𝑝O = 𝑝dV��K R = 2	𝑘𝑃𝑎 (przy	20o		C)

𝑝N = 𝑝R = 100	𝑘𝑃𝑎

ℎ = 9,8	𝑚

𝛾 = 10		𝑘𝑁/𝑚P



1

0 +
𝑝R
𝛾
+
0O

2𝑔
= 0 +

𝑝O
𝛾
+
𝑣O

2𝑔

2

3

𝑣

𝑝O = 𝑝R −
𝛾
2𝑔

𝑣O

1-2

2-3

0 +
𝑝O
𝛾
+
𝑣O

2𝑔
= ℎ +

𝑝P
𝛾
+
𝑣O

2𝑔

ℎ =
𝑝R
𝛾
−
𝑝P
𝛾
−
𝑣O

2𝑔

(𝑝P= 𝑝dV��K R)

𝑣

ℎ



ℎ

1

0 +
𝑝R
𝛾
+
0O

2𝑔
= ℎ +

𝑝P
𝛾
+
𝑣O

2𝑔

2

3

1-3

ℎ =
𝑝R
𝛾
−
𝑝P
𝛾
−
𝑣O

2𝑔

(𝑝P= 𝑝dV��K R)

𝑣

𝑣



1 2

𝑣

𝑣

𝑣 = 0
	𝑝R 		𝑝	

0 +
𝑝R
𝛾
+
𝑣O

2𝑔
= 0 +

𝑝	
𝛾
+
0O

2𝑔

𝑝 =
𝛾𝑣O

2𝑔
+ 𝑝R =

𝜌𝑣O

2
+ 𝑝R RURKA

PITOTA	



𝑣

	𝑝R

	𝑝R 𝑝 =
𝜌𝑣O

2
+ 𝑝R

𝑝 − 𝑝R =
𝜌𝑣O

2

𝑣 =
2(𝑝 − 𝑝R)

𝜌
�

RURKA
PRANDTLA



RURKA
PRANDTLA

MIG	23









𝑣N 𝑣O

𝑣N 𝑣O
𝑣O

𝑣SO 𝑣OO

Równanie	Bernoulliego 0-2

Równanie ciągłości	przepływu

𝑣N, 𝑣O,

𝑣O	𝑣N	



𝑣N, 𝑣O,

𝑣O	𝑣N	

𝑣NO𝑣SO
Równanie	Bernoulliego 0-1

= 𝑝N

𝑝O = 𝑝R 𝑝OK = 0

𝑝NK = 32,1	𝑘𝑁/𝑚O



MECHANIKA	PŁYNÓW

LEPKOŚĆ



LEPKOŚĆ – czyli TARCIE WEWNĘTRZNE jest to zdolność płynu do
przenoszenia naprężeń stycznych między sąsiednimi warstwami płynu,
poruszającymi się z różnymi prędkościami względem siebie.

Naprężenia styczne w płynie powstają także między płynem a ciałem stałym, np.
ścianką zbiornika lub przewodu. Naprężenia stycznie nie występują w stanie
spoczynku płynu.

Miarą lepkości jest – DYNAMICZNY WSPÓŁCZYNNIK LEPKOŚCI – µ

Prócz  lepkości dynamicznej stosuje się również lepkość kinematyczną n

Współczynnik lepkości kinematycznej definiuje się następująco:

n = µ / ρ

jednostką lepkości dynamicznej w układzie jest  Pa · s, 
lepkości kinematycznej m2/s.



Ze wzrostem ciśnienia lepkość dynamiczna cieczy i gazów rośnie (wyraźne 
zmiany występują przy zmianach ciśnienia rzędu kilku MPa), 

natomiast ze wzrostem temperatury lepkość cieczy maleje, a gazów rośnie



Gęstość suchego powietrza w [kg/m3] w zakresie temperatur od 12°C do 26°C pod róźnymi
ciśnieniami

𝑇 ↑				→ 𝜈 ↑

𝑇 ↑				→ 				𝜌 ↓

powietrze



LEPKOŚĆ

Lepkość jest właściwością każdego płynu rzeczywistego. Występuje podczas

wzajemnego przemieszczania się warstw płynu poruszających się z różną prędkością

- powstają wtedy siły styczne. Lepkość oznacza zatem zdolność płynu do przenoszenia

naprężeń stycznych (tylko w czasie ruchu względnego sąsiednich warstw płynu).

v

v +dv

g

Odkształcenie (kąt g ) elementu płynu Rozkład prędkości w pobliżu płytki

v(y)

y



naprężenia styczne

Ciało stałe

τ ≈ γ 	

τ =G ⋅γ 	

Płyn

τ ≈ !γ = dγ
dt
	

τ = µ !γ = µ dγ
dt
	

𝜏

g

𝜏



γ =
dx
dy

=
d x t( )( )
dy

 

 

!γ =
d !x t( )( )
dy

=
dv
dy

,	 v = !x = dx
dt

	

τ = µ
dv
dy

→ T = A ⋅τ = µA dv
dy

=T  

	

dy
g

dx

µ
Ns
m2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 	lepkość 

dynamiczna

ν =
µ
ρ
m2

s

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 	 lepkość 

kinematyczna



LEPKOŚĆ

Naprężenie styczne t jest proporcjonalne do gradientu prędkości

t

t

g

Naprężenia styczne w elemencie płynu

τ = µ
dγ
dt

= µ
dv
dy

Pa ⋅s⎡⎣ ⎤⎦

dv
dy

µ – współczynnik lepkości dynamicznej





η =
µ
ρ

m2

s

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

Współczynnik lepkości kinematycznej η



γ =
dx
dy

=
d x t( )( )
dy

 

 

!γ =
d !x t( )( )
dy

=
dv
dy

,	 v = !x = dx
dt

	

τ = µ
dv
dy

→ T = A ⋅τ = µA dv
dy

=T  

	

dy
g

dx

µ
Ns
m2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 	lepkość 

dynamiczna

ν =
µ
ρ
m2

s

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 	 lepkość 

kinematyczna

t

t



v(y)

y

𝑣©

𝑣ª
𝑣d

T

T

γ =
dx
dy

=
d x t( )( )
dy

 

 

!γ =
d !x t( )( )
dy

=
dv
dy

,	 v = !x = dx
dt

	

τ = µ
dv
dy

→ T = A ⋅τ = µA dv
dy

=T  

	

dy
g

dx

Siły tarcia (T) działające 
na warstwę płynu

i na warstwy sąsiednie

µ
Ns
m2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 	lepkość 

dynamiczna

ν =
µ
ρ
m2

s

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ 	 lepkość 

kinematyczna



v(y)

y

x,	v

vp

0

v(y)

vG

vD

TG

TD

TG

TD

vG

vD

v 0( ) = 0, v h( ) = vp 	

h



v(y)

y

x,	v

vp

0

TG

TD

vG

vD

h

Tg =Td  czyli suma sił działających na warstwę płynu jest równa zeru (ruch ustalony 
warstwy) 

Tg = µA
dv
dy
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
g

=Td = µA
dv
dy
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
d

 

 
dv
dy
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
g

=
dv
dy
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
d

→
dv
dy

= const.  

dv
dy

= c → v = yc + c1
y = 0→ v = 0
y = h→ v = vp

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
warunki brzegowe  

więc c1 = 0, c =
vp
h

 

	
a zatem v y( ) =

vp
h

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ⋅ y  jest funkcją liniową. 

	



Fp = Πr
2 ⋅Δp Δp = p1 − p2  

T = −µ2Πrl ⋅ dv
dr

 

założenie:  v 0( ) = vmax,v R( ) = 0 ⇒
dv
dr

< 0  

Z przyjętego założenia dv
dr

< 0
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟  wynika znak „-" we wzorze na siłę tarcia T. 

Fp =T →
dv
dr

= −
rΔp
2µl

 

 
po scałkowaniu 

v = − r
2

4
Δp
µl

+ c , a uwzględniając warunek r =R → v = 0  

c = R
2Δp
4µl

 i ostatecznie v = Δp
4µl

R2 − r 2( )  

	

R

r

l

xr

p1 p2

T
.

. vµ



r

x

R

-R

v = Δp
4µl

R2 − r 2( )

paraboliczny rozkład prędkości (paraboloida obrotowa) 

vmax =
Δp
4µl

R2  

	



y

x,	v

vp

0 v 0( ) = 0, v h( ) = vp 	

h
T

F=T

Siła tarcia działająca na płytkę poruszającą się po powierzchni cieczy	

F =T = µA dv
dy
, dv
dy

=
vp
h

 

F = µA
vp
h
=

µA
h

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅vp  

F = b ⋅vp   i  b = µA
h

 

tarcie płynne (siła proporcjonalna do prędkości)	







Zadanie 
 
Obliczyć opór tarcia T podczas ruchu tłoka w cylindrze 
 
v,D,L,δ,µ; T = ?  
(założenie: liniowy profil prędkości)	

D

d l

dv
dy

=
v
δ
, A = ΠDL  

T = µ
dv
dy

⋅A  

T = µ
v
δ
ΠDL  

	

𝑣

µ



l

Zadanie 
Wyprowadzić wzór na moment obrotowy tarcia MT z przybliżonym założeniem liniowego 
profilu prędkości w szczelinie 
 
ω, r ,δ,µ,L; MT = ?  
	

dv
dr

=
ωr
δ
, A = 2ΠrL, T = µ

dv
dr
A  

MT =T ⋅ r ; MT =
µω2Πr 3L

δ
 

	

c

w
D

d l

w

µ



Zadanie 
 
Ciecz o gęstości ρ = 750kg ⋅m−3  i lepkości dynamicznej µ = 3 ⋅10−2Pa ⋅s . Wyznaczyć jej 
lepkość kinematyczną n. 
 
ρ,µ; ν = ?  
 

 ν =
µ
ρ

 

 
ν = 0,392 ⋅10−4m2s−1  
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STRATY LINIOWE I MIEJSCOWE

Przepływy wewnętrzne (w rurociągach)
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3D 2D 1D
(HYDRAULIKA)









𝑣SO

2𝑔
+
𝑝S
𝛾
+ ℎS >

𝑣OO

2𝑔
+
𝑝O
𝛾
+ ℎO

𝑣SO

2𝑔
+
𝑝S
𝛾
+ ℎS =

𝑣OO

2𝑔
+
𝑝O
𝛾
+ ℎO + ℎ«¬V.

0 − 0

2

2

𝑙ℎ

𝜉®
𝜉�

𝜉® 𝜉®

𝜉®

ℎ«¬V = 𝜉	
𝑣O

2𝑔

𝜉	 − 𝑤𝑠𝑝ół𝑐𝑧𝑦𝑛𝑛𝑖𝑘	𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡	𝑚𝑖𝑒𝑗𝑠𝑐𝑜𝑤𝑦𝑐ℎ

𝜆	 − 𝑤𝑠𝑝ół𝑐𝑧𝑦𝑛𝑛𝑖𝑘	𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡	𝑡𝑎𝑟𝑐𝑖𝑎

𝜉	 𝑣

ℎ«¬V = 𝜆
𝑙
𝑑
𝑣O

2𝑔
+±𝜉 

𝑣O

2𝑔

�

�

𝑣

𝑑
𝑙

ℎ«¬V = 𝜆
𝑙
𝑑
𝑣O

2𝑔

𝑣

𝑑

𝜉d

STRATY	MIEJSCOWE

STRATY	TARCIA

𝜆



𝑣SO

2𝑔
+
𝑝S
𝛾
+ ℎS =

𝑣OO

2𝑔
+
𝑝O
𝛾
+ ℎO + ℎ«¬V.

0 − 0

2

2

𝑙ℎ

𝜉®
𝜉�

𝜉® 𝜉®

𝜉®

ℎ«¬V = 𝜆
𝑙
𝑑
𝑣O

2𝑔
+ 𝜉d

𝑣O

2𝑔
+ 4𝜉®

𝑣O

2𝑔
+ 𝜉�

𝑣O

2𝑔

𝑣

𝑑

𝜉d

𝑝R

𝑝R

𝑝R
𝛾
+ ℎ	 =

𝑣	O

2𝑔
+
𝑝R
𝛾
+ ℎ«¬V.

𝑣



𝑣N 𝑣O

𝑣N 𝑣O
𝑣O

𝑣SO 𝑣OO

Równanie	Bernoulliego 0-2

Równanie ciągłości	przepływu

𝑣N, 𝑣O,

𝑣O	𝑣N	



𝑣N, 𝑣O,

𝑣O	𝑣N	

𝑣NO𝑣SO
Równanie	Bernoulliego 0-1

= 𝑝N

𝑝O = 𝑝R 𝑝OK = 0

𝑝NK = 32,1	𝑘𝑁/𝑚O



𝑣N, 𝑣O,

𝑣O	𝑣N	

𝑙O𝑙N

𝜉N 𝜉O𝜆N 𝜆O

𝜆N = 𝜆O = 0,03
𝜉N = 0,5
𝜉O = 0,9

𝑙N = 𝑙O = 5𝑚

𝑣N 𝑣O

𝑣N 𝑣O
𝑣N = 1,2276	

𝑚
𝑠
		< 		3,94

𝑚
𝑠

𝑣O

𝑣SO 𝑣OO

0-2:

ℎ«¬V = 𝜆N
𝑙N
𝑑N
𝑣NO

2𝑔
+ 𝜆O

𝑙O
𝑑O
𝑣OO

2𝑔
+ 𝜉N

𝑣NO

2𝑔
+ 𝜉O

𝑣OO

2𝑔

+ℎ«¬V

𝑣O = 2,7621
𝑚
𝑠
		< 		8,85	𝑚/𝑠



𝑣N, 𝑣O,

𝑣O	𝑣N	

𝑣NO𝑣SO

= 𝑝N

𝑙O𝑙N

𝜉N 𝜉O𝜆N 𝜆O

𝜆N = 𝜆O = 0,03
𝜉N = 0,5
𝜉O = 0,9

𝑙N = 𝑙O = 5𝑚

0-1:

+ℎ«¬V

𝑣O = 2,7621
𝑚
𝑠𝑣N = 1,2276	

𝑚
𝑠

ℎ«¬V = 𝜆N
𝑙N
𝑑N
𝑣NO

2𝑔
+ 𝜉N

𝑣NO

2𝑔
𝑝N = 135,1

𝑘𝑁
𝑚O



𝑙N 𝑙O

𝜆N = 𝜆O = 0,03
𝜉N = 0,5
𝜉O = 0,9

𝑙N = 𝑙O = 5	𝑚

𝑣O = 2,7621
𝑚
𝑠

𝑣N = 1,2276	
𝑚
𝑠

𝑑N, 𝜆N 𝑑O, 𝜆O𝜉N
𝜉O

ℎ

𝑣O𝑣N
𝜌	

𝑤𝑦𝑧𝑛𝑎𝑐𝑧𝑦ć:	𝑣N,	𝑣O		
𝑖		𝑟𝑜𝑧𝑘ł𝑎𝑑	𝑐𝑖ś𝑛𝑖𝑒𝑛𝑖𝑎

0

2

2¶1	1¶1¶¶

𝑑N = 0,03	𝑚

ℎ = 4	𝑚
𝑑O = 0,02	𝑚

𝑝R = 100000	𝑃𝑎

𝑣N 𝑣O

𝑣N 𝑣O
𝑣N = 1,2276	

𝑚
𝑠
		< 		3,94

𝑚
𝑠

𝑣O

𝑣SO 𝑣OO

0-2:

ℎ«¬V = 𝜆N
𝑙N
𝑑N
𝑣NO

2𝑔
+ 𝜆O

𝑙O
𝑑O
𝑣OO

2𝑔
+ 𝜉N

𝑣NO

2𝑔
+ 𝜉O

𝑣OO

2𝑔

+ℎ«¬V

𝑣O = 2,7621
𝑚
𝑠
		< 		8,85	𝑚/𝑠



𝑙N 𝑙O

𝜆N = 𝜆O = 0,03
𝜉N = 0,5
𝜉O = 0,9

𝑙N = 𝑙O = 5	𝑚

𝑣O = 2,7621
𝑚
𝑠

𝑣N = 1,2276	
𝑚
𝑠

𝑑N, 𝜆N 𝑑O, 𝜆O𝜉N
𝜉O

ℎ

𝑣O𝑣N
𝜌	

𝑤𝑦𝑧𝑛𝑎𝑐𝑧𝑦ć:	𝑣N,	𝑣O		
𝑖		𝑟𝑜𝑧𝑘ł𝑎𝑑	𝑐𝑖ś𝑛𝑖𝑒𝑛𝑖𝑎

0

2

2¶1	1¶1¶¶

𝑑N = 0,03	𝑚

ℎ = 4	𝑚
𝑑O = 0,02	𝑚

𝑝R = 100000	𝑃𝑎

𝑝R

𝑝R

𝑝N·· = 𝑝R + ℎ𝜌𝑔 = 140000	𝑃𝑎

1¶¶ − 1¶

0 − 1¶
𝑝R
𝜌𝑔

+ ℎ =
𝑝N	·
𝜌𝑔

+
𝑣NO

2𝑔
+ 𝜉N

𝑣NO

2𝑔

𝑝N··
𝜌𝑔

=
𝑝N	·
𝜌𝑔

+
𝑣NO

2𝑔
+ 𝜉N

𝑣NO

2𝑔

𝑝N·· = 140000	𝑃𝑎
𝑝N· = 138870	𝑃𝑎



𝑙N 𝑙O

𝜆N = 𝜆O = 0,03
𝜉N = 0,5
𝜉O = 0,9

𝑙N = 𝑙O = 5	𝑚

𝑣O = 2,7621
𝑚
𝑠

𝑣N = 1,2276	
𝑚
𝑠

𝑑N, 𝜆N 𝑑O, 𝜆O𝜉N
𝜉O

ℎ

𝑣O𝑣N
𝜌	

𝑤𝑦𝑧𝑛𝑎𝑐𝑧𝑦ć:	𝑣N,	𝑣O		
𝑖		𝑟𝑜𝑧𝑘ł𝑎𝑑	𝑐𝑖ś𝑛𝑖𝑒𝑛𝑖𝑎

0

2

2¶1	1¶1¶¶

𝑑N = 0,03	𝑚

ℎ = 4	𝑚
𝑑O = 0,02	𝑚

𝑝R = 100000	𝑃𝑎

𝑝R

𝑝R

𝑝N·· = 𝑝R + ℎ𝜌𝑔 = 140000	𝑃𝑎

1¶ − 1	 𝑝N	·
𝜌𝑔

+
𝑣NO

2𝑔
=
𝑝N		
𝜌𝑔

+
𝑣NO

2𝑔
+ 𝜆N

𝑙N
𝑑N
𝑣NO

2𝑔

𝑝N·· = 140000	𝑃𝑎
𝑝N· = 138870	𝑃𝑎
𝑝N	 = 135100	𝑃𝑎



𝑙N 𝑙O

𝜆N = 𝜆O = 0,03
𝜉N = 0,5
𝜉O = 0,9

𝑙N = 𝑙O = 5	𝑚

𝑣O = 2,7621
𝑚
𝑠

𝑣N = 1,2276	
𝑚
𝑠

𝑑N, 𝜆N 𝑑O, 𝜆O𝜉N
𝜉O

ℎ

𝑣O𝑣N
𝜌	

𝑤𝑦𝑧𝑛𝑎𝑐𝑧𝑦ć:	𝑣N,	𝑣O		
𝑖		𝑟𝑜𝑧𝑘ł𝑎𝑑	𝑐𝑖ś𝑛𝑖𝑒𝑛𝑖𝑎

0

2

2¶1	1¶1¶¶

𝑑N = 0,03	𝑚

ℎ = 4	𝑚
𝑑O = 0,02	𝑚

𝑝R = 100000	𝑃𝑎

𝑝R

𝑝R

𝑝N·· = 𝑝R + ℎ𝜌𝑔 = 140000	𝑃𝑎

1	 − 2¶

𝑝N·· = 140000	𝑃𝑎
𝑝N· = 138870	𝑃𝑎
𝑝N	 = 135100	𝑃𝑎

𝑝N	
𝜌𝑔

+
𝑣NO

2𝑔
=
𝑝O	·
𝜌𝑔

+
𝑣OO

2𝑔
+ 𝜉O

𝑣OO

2𝑔 𝑝O·	 = 128610	𝑃𝑎



𝑙N 𝑙O

𝜆N = 𝜆O = 0,03
𝜉N = 0,5
𝜉O = 0,9

𝑙N = 𝑙O = 5	𝑚

𝑣O = 2,7621
𝑚
𝑠

𝑣N = 1,2276	
𝑚
𝑠

𝑑N, 𝜆N 𝑑O, 𝜆O𝜉N
𝜉O

ℎ

𝑣O𝑣N
𝜌	

𝑤𝑦𝑧𝑛𝑎𝑐𝑧𝑦ć:	𝑣N,	𝑣O		
𝑖		𝑟𝑜𝑧𝑘ł𝑎𝑑	𝑐𝑖ś𝑛𝑖𝑒𝑛𝑖𝑎

0

2

2¶1	1¶1¶¶

𝑑N = 0,03	𝑚

ℎ = 4	𝑚
𝑑O = 0,02	𝑚

𝑝R = 100000	𝑃𝑎

𝑝R

𝑝R

𝑝N·· = 𝑝R + ℎ𝜌𝑔 = 140000	𝑃𝑎

2¶ − 2	

𝑝N·· = 140000	𝑃𝑎
𝑝N· = 138870	𝑃𝑎
𝑝N	 = 135100	𝑃𝑎

𝑝O·	 = 128610	𝑃𝑎
𝑝O	·
𝜌𝑔

+
𝑣OO

2𝑔
=
𝑝O		
𝜌𝑔

+
𝑣OO

2𝑔
+ 𝜆O

𝑙O
𝑑O
𝑣OO

2𝑔
𝑝O		 = 100000	𝑃𝑎



𝑣 = 1,5	𝑚/𝑠

𝑣 = 1,5	𝑚/𝑠

𝑣O

𝑣O

𝑣S	O 𝑣NO	

𝑣

𝑣S = 𝑣N = 𝑣
ℎS = ℎN = 0









𝑣N = 𝑣O = 𝑣
ℎN = ℎO = 0

𝑣

𝑣

𝑣

𝑣𝑣

𝑣O

𝑣O

𝑣N	O	 𝑣O	O









Całkowite otwarcie :



𝛼¸ = 0











𝐴∗
𝑣

𝐴	

1

2

ℎ

ℎN +
𝑣NO

2𝑔
+
𝑝N
𝛾
= ℎO +

𝑣OO

2𝑔
+
𝑝O
𝛾
+ ℎ«¬V

ℎ«¬V = 𝜉
𝑣OO

2𝑔
𝑣O = 𝑣

ℎ =
𝑣	O

2𝑔
+ 𝜉

𝑣	O

2𝑔
𝑣 =

1
1 + 𝜉� ; 2𝑔ℎ�

𝑞 = 𝑣𝐴∗

𝜅 =
𝐴∗

𝐴

𝑣 = 𝜑 2𝑔ℎ�

𝑞 = 𝜑𝜅𝐴 2𝑔ℎ� = 𝜇𝐴 2𝑔ℎ�

𝜅 =
𝐴∗

𝐴
𝜑 =

1
1 + 𝜉� 𝜇 = 𝜑𝜅

współczynnik	przewężenia współczynnik	prędkości współczynnik	wypływu



0

1

∆ℎ =?

2

3

𝜉N = 0,5 𝜉O = 1

𝑞, 𝑣

𝑙, 𝑑, 𝑘

𝛾 = 10000
𝑁
𝑚P

𝜈 = 10½¾
𝑚O

𝑠
𝑑 = 0,04	𝑚

𝑙 = 500	𝑚

𝑞 = 3 ; 10½P
𝑚P

𝑠

𝑘 = 5 ; 10½�𝑚

ℎS

(chropowatość)

ℎP

ℎP = 5	𝑚

𝛾, 𝜈

𝑝R



0

1

∆ℎ =?

2

3

𝜉N = 0,5 𝜉O = 1

𝑞, 𝑣

𝑙, 𝑑, 𝑘

𝛾 = 10000
𝑁
𝑚P

𝜈 = 10½¾
𝑚O

𝑠
𝑑 = 0,04	𝑚

𝑙 = 100	𝑚

𝑞 = 3 ; 10½P
𝑚P

𝑠

𝑘 = 5 ; 10½�𝑚

𝑣 =
𝑞

𝜋𝑑O/4
= 2,4	𝑚/𝑠 𝑅𝑒 =

𝑣𝑑
𝜈
= 9,6 ; 10�

𝑘
𝑑
= 1,25 ; 10½P

𝜆 = 0,0235

ℎS

(chropowatość)

ℎP

ℎP = 5	𝑚

𝛾, 𝜈

𝑝R



0

1

∆ℎ =?

2

3

𝜉N = 0,5 𝜉O = 1

𝑞, 𝑣

𝑙, 𝑑, 𝑘

𝛾 = 10000
𝑁
𝑚P

𝜈 = 10½¾
𝑚O

𝑠
𝑑 = 0,04	𝑚

𝑙 = 100	𝑚

𝑞 = 3 ; 10½P
𝑚P

𝑠

𝑘 = 5 ; 10½�𝑚

𝑣 =
𝑞

𝜋𝑑O/4
= 2,4	𝑚/𝑠 𝑅𝑒 =

𝑣𝑑
𝜈
= 9,6 ; 10�

𝑘
𝑑
= 1,25 ; 10½P

𝜆 = 0,0235

ℎS

(chropowatość)

ℎP

ℎP = 5	𝑚

𝛾, 𝜈

𝑝R

𝑣SO

2𝑔
+
𝑝S
𝛾
+ ℎS =

𝑣PO

2𝑔
+
𝑝P
𝛾
+ ℎP + ℎ«¬V.

ℎ«¬V = 𝜆
𝑙
𝑑
𝑣O

2𝑔
+ 𝜉N

𝑣O

2𝑔
+ 𝜉O

𝑣O

2𝑔
= 82,43	𝑚

𝑝R
𝛾
+ ℎS =

𝑝R
𝛾
+ ℎP + ℎ«¬V. ∆ℎ = ℎ«¬V

(0 − 3):



0

1

∆ℎ =?

2

3

𝜉N = 0,5 𝜉O = 1

𝑞, 𝑣

𝑙, 𝑑, 𝑘

𝛾 = 10000
𝑁
𝑚P

𝜈 = 10½¾
𝑚O

𝑠
𝑑 = 0,04	𝑚

𝑙 = 100	𝑚

𝑞 = 3 ; 10½P
𝑚P

𝑠

𝑘 = 5 ; 10½�𝑚

𝑣 =
𝑞

𝜋𝑑O/4
= 2,4	𝑚/𝑠 𝑅𝑒 =

𝑣𝑑
𝜈
= 9,6 ; 10�

𝑘
𝑑
= 1,25 ; 10½P

𝜆 = 0,0235

ℎS

(chropowatość)

ℎP

ℎP = 5	𝑚

𝛾, 𝜈

𝑝R

ℎ«¬V = 𝜆
𝑙
𝑑
𝑣O

2𝑔
+ 𝜉N

𝑣O

2𝑔
+ 𝜉O

𝑣O

2𝑔
= 17,35	𝑚

ℎ«¬V = 16,92 + 0,144 + 0,288 = 17,35	𝑚









0

1

∆ℎ =?

2

3

𝜉N = 0,5 𝜉O = 1

𝑞, 𝑣

𝑙, 𝑑, 𝑘

𝛾 = 10000
𝑁
𝑚P

𝜈 = 10½¾
𝑚O

𝑠
𝑑 = 0,04	𝑚

𝑙 = 100	𝑚

𝑞 = 3 ; 10½P
𝑚P

𝑠

𝑘 = 5 ; 10½�𝑚

𝑣 =
𝑞

𝜋𝑑O/4
= 2,4	𝑚/𝑠 𝑅𝑒 =

𝑣𝑑
𝜈
= 9,6 ; 10�

𝑘
𝑑
= 1,25 ; 10½P

𝜆 = 0,0235

ℎS

(chropowatość)

ℎP

ℎP = 5	𝑚

𝛾, 𝜈

𝑝R

𝑝R
𝛾
+ ℎS =

𝑣	O

2𝑔
+
𝑝N
𝛾
+ ℎ«¬V.

ℎ«¬V = 𝜉N
𝑣O

2𝑔

𝑝N

(0 − 1):



0

1

∆ℎ =?

2

3

𝜉N = 0,5 𝜉O = 1

𝑞, 𝑣

𝑙, 𝑑, 𝑘

𝛾 = 10000
𝑁
𝑚P

𝜈 = 10½¾
𝑚O

𝑠
𝑑 = 0,04	𝑚

𝑙 = 100	𝑚

𝑞 = 3 ; 10½P
𝑚P

𝑠

𝑘 = 5 ; 10½�𝑚

𝑣 =
𝑞

𝜋𝑑O/4
= 2,4	𝑚/𝑠 𝑅𝑒 =

𝑣𝑑
𝜈
= 9,6 ; 10�

𝑘
𝑑
= 1,25 ; 10½P

𝜆 = 0,0235

ℎS

(chropowatość)

ℎP

ℎP = 5	𝑚

𝛾, 𝜈

𝑝R

𝑣	O

2𝑔
+
𝑝N
𝛾
=
𝑣	O

2𝑔
+
𝑝O
𝛾
+ ℎ«¬V.

ℎ«¬V = 𝜆
𝑙
𝑑
𝑣O

2𝑔

𝑝O

(1 − 2):

𝑝N=	…



MECHANIKA	PŁYNÓW

RÓWNOWAGA WZGLĘDNA



























MECHANIKA	PŁYNÓW

PŁYWANIE CIAŁ







Siła ciężkości

Siła wyporu (prawo Archimedesa)



























-0,75 -0,5 -0,25 0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5

0,25

0,5

0,75

1

1,25

1,5

1,75

2

h

V

𝑉 = 𝜋𝑅ℎO −
𝜋
3
ℎP

dla	R=1

R

h C

V

𝑦 =
4𝑅ℎ − ℎO

12𝑅 − 4ℎ

𝑦

kula

Wykres	1



0 0,25 0,5 0,75 1

0,25

0,5

0,75

h

R

h C

V

𝑦 =
4𝑅ℎ − ℎO

12𝑅 − 4ℎ

𝑦

kula

𝑉 = 𝜋𝑅ℎO −
𝜋
3
ℎP

dla	R=1

Wykres	2



0 0,25 0,5 0,75 1

0,25

0,5

0,75

R

a C

V

𝑦 =
4𝑅𝑎 − 𝑎O

12𝑅 − 4𝑎

𝑦

kula

𝑉 = 𝜋𝑅𝑎O −
𝜋
3
𝑎P

V

dla	R=0,5

a



0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

a

R

a C

V

𝑦 =
4𝑅𝑎 − 𝑎O

12𝑅 − 4𝑎

𝑦

kula

𝑉 = 𝜋𝑅𝑎O −
𝜋
3
𝑎P

dla	R=1



𝑦 h
b

gw=10000	N/m2

𝑉� =
𝐺
𝛾d

= 1,57

𝑏 = 0,25

g=5000	N/m2

𝜙𝐷 = 2m

b

𝜙𝐷 = 2𝑚

1	m

g=5000	N/m2

𝑌

𝐺 = 𝜋𝑅O𝛾 = 15708

ℎ =
𝑉�
𝜋𝑅O

= 0,5

𝐼� = 𝜋
𝐷�

64
= 0,79

𝐼�
𝑉�
− 𝑏 = 0,5 − 0,25 = 0,25 = 𝑚 > 0 → 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒𝑐𝑧𝑛𝑦

𝐻 = 𝑅 = 1	 → 𝑧	𝑤𝑦𝑘𝑟𝑒𝑠𝑢	1 	→ 𝑉 = 2,1		

𝐺 = 𝑉𝛾 = 10470

𝑉� =
𝐺
𝛾d

= 1,04

𝑉 = 1, 04; 	𝑅 = 1	 → 𝑧	𝑤𝑦𝑘𝑟𝑒𝑠𝑢	1 	→ ℎ = 0,65		

ℎ = 0,65; 	𝑅 = 1	 → 𝑧	𝑤𝑦𝑘𝑟𝑒𝑠𝑢	2 	→ 𝑦 = 0,225		

𝐻 = 	𝑅 = 1	 → 𝑧	𝑤𝑦𝑘𝑟𝑒𝑠𝑢	2 	→ 𝑌 = 0,375		

𝐼�
𝑉�
− 𝑏 = 0,6 − 0,2 = 0,4 = 𝑚 > 0 → 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒𝑐𝑧𝑛𝑦

𝑏 = 𝑦 + 𝑅 − ℎ − 𝑌 = 0,2

R-h

𝐼� = 𝜋
𝑑�

64
= 0,6				(𝑑 = 1,876)

ℎ
R=1m



𝑦 h
b
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REAKCJE HYDRODYNAMICZNE
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PRZEPŁYWY ZEWNĘTRZNE (opływy)
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E-Ship 1 z wirnikami (2008)
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Profil aerodynamiczny
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Siła oporu szybowca w ruchu 
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(różnica jest oporem interferencyjnym)
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PŁYNY ŚCIŚLIWE





Q = A √2gh Q = μ A √2gh



Wypływ gazu ze zbiornika









Przepływ gazu w rurociągu
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PRZEPŁYWY 3D



RÓWNANIE CIĄGŁOŚCI PRZEPŁYWU







RÓWNANIE LINII (WŁÓKNA) PRĄDU





RÓWNANIE EULERA







RÓWNANIE BERNOULLIEGO







zmiana  p, z, V wzdłuż linii prądu  



Po scałkowaniu wzdłuż s



RÓWNANIE NAVIERA STOKESA
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